Prof. Dr. Schulz-Baldes Julian Gro3mann

10. Ubung zur Vorlesung
Mathematik fiir Physikstudierende 2

im Sommersemester 2016

Am 15. und 16. Juni sind Hochschulwahlen im Physikum vor dem Horsaal HF.
Semesterticket, Zivilklausel, Anwesenheitspflicht und Prifungsordnungen. Studierende ent-
scheiden mit — auch du? Am 15. und 16. Juni sind Hochschulwahlen.

Prasenzaufgabe 10.1 (Totale Differenzierbarkeit)

Betrachten Sie die folgende Abbildung f : R? — R:

Fooo (@) #0,0)
x,y) =< 1Y
ey {o, (2.9) = (0.0)

Zeigen Sie, dass f im Punkt (0,0) Frechét-differenzierbar ist.
Hinweis: Sie kinnen die Ungleichung 2|ab| < a® + b? fiir reelle Zahlen a,b benutzen.

Bemerkung: In endlichdimensionalen Vektorrdumen nennt man Frechét-Differenzierbarkeit
meistens totale Differenzierbarkeit.

Priasenzaufgabe 10.2 (Produktregel)

Betrachten Sie die Funktionen f : (0,27) — Mat(2 x 2,R) und g : (0,27) — Mat(2 x 2,R):

~ [cos(t) —sin(t) (1 et
) = (sin(t) cos(t) )’ g(t) = et —1)°
Berechnen Sie die Ableitungen f’(to), ¢'(to) fiir jeden Punkt ¢y € (0,27) und schreiben diese
explizit als lineare Abbildungen auf. Verwenden Sie nun die (mehrdimensionale) Produktregel,
um die Ableitung (f - g)'(to) zu berechnen.
Prasenzaufgabe 10.3 (Partielle Ableitungen)
Betrachten Sie die folgende Abbildung f : R? — R mit
x?sin (1), r#0,yeR
flz,y) = <x)
0, x=0,yeR
Berechnen Sie die partiellen Ableitungen und zeigen Sie, dass f partiell differenzierbar ist.
Sind diese partielle Ableitungen stetig auf ganz R2? Ist f in (0,0) total differenzierbar?
Prisenzaufgabe 10.4 (Jacobi-Matrizen)
Es seien die Funktionen f : (0,00) x R x R — R? und g : R? — R? mit
_ (In(z)+y (242
f(xayaz)_ < Yz ) ) g(S,t)— ( tes

gegeben. Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen von f, g und go f. Sind f, g, und go f auf ihrem
ganzen Definitionsbereich total differenzierbar?



Hausaufgabe 10.5 (GleichméiBige Konvergenz) (4+4 Punkte)
(a) Zeigen Sie den Weierstraf$’schen M-Test: Es seien fiir alle natiirliche Zahlen Funktionen
fn i D — K gegeben. Gibt es nun positive Zahlen M,, mit
o)
[ falloe = sup |fu(2)] < M, firallen €N und > M, <o,
zeD n=1
so ist > o2 fn gleichméaBig konvergent gegen eine Funktion F': D — K.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion f : [0,1] — R durch

wohldefiniert und stetig ist. Berechnen Sie das Integral
1
/ f(z)dz.
0

Hausaufgabe 10.6 (Operatornorm und Spektralradius) (5 Punkte)

Betrachte Sie zwei normierte Rédume (V/, ||-||y/) und (W, ||-|[w ). Es bezeichne £(V, W) den Raum
der linearen Abbildungen von V nach W. Wir definieren fir 7' € £L(V, W) die Operatornorm:

[T
[llv

€ [0, 00] .

|7 := sup

veV

v#£0

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle T € L(V, W) gilt:

[T = sup [|Tv]lw = sup [Tl -

vE Ve
[[vl=1 [vll<1
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle T'e€ L(V,W) und v € V gilt:

[Tollw < (1T - flvllv -

Betrachten Sie nun den endlichdimensionalen Vektorraum V' = K¥ zusammen mit dem eukli-
dischen Skalarprodukt (-|-) und der induzierten euklidischen Norm. Fiir eine lineare Abbildung
T e L(V):= L(V,V) definieren wir den Spektralradius:

p(T) := max{|A| € [0,00) | A Eigenwert von T'}.
(c) Zeigen Sie, dass p : L(V) — [0,00) keine Norm auf dem Vektorraum £(V') definiert.

(d) Zeigen Sie, dass die Operatornorm || - || und der Spektralradius die Ungleichungen

p(T) < |IT| < \/p(T*T) < o0
fir alle T' € L(V) erfiillen.

(e) (2 Bonuspunkte) Zeigen Sie, dass fiir einen normalen Operator T € L(V') gilt:

p(T) =T



Hausaufgabe 10.7 (Ketten- und Produktregel) (3+4 Punkte)
(a) Betrachten Sie die folgende Abbildungen f: (—Z,7) x R = R3 und g : R3 — R:

202
sin(y)
f(z,y) = | tan(z) | , g(u,v,w) = we” — arctan(v) .
0

Berechnen Sie die Ableitung der Abbildung g o f auf zwei verschiedene Arten, ndmlich
einmal mit und einmal ohne die (mehrdimensionale) Kettenregel.

(b) Betrachten Sie nun die Abbildungen f, g : R? — Mat(3 x 3, R) mit

2

¢ x 0 y > 0
fay =z v 0|, gy =[22 = 0
0 0 ¢ 0 0 =z

Berechnen Sie die Ableitungen f'(zo,v0) und ¢'(zo,y0) fiir einen beliebigen Punkt
(w0,0) € R2. Verwenden Sie die (mehrdimensionale) Produktregel, um die Ableitung
(f - 9) (x0,y0) zu berechnen.

Abgabe bis Dienstag, dem 21.06.2016 um 10:59 Uhr.



