Prof. Dr. Schulz-Baldes Julian Gro3mann

2. Ubung zur Vorlesung
Mathematik fiir Physikstudierende 2

im Sommersemester 2016

Priasenzaufgabe 2.1 (Eigenwerte)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir eine Matrix A € Mat(N x N, K):
(a) Wenn det(A) # 0 und \ ein Eigenwert von A ist, dann ist A~! ein Eigenwert von A~1.
(b) Wenn alle Zeilensummen 1 sind, dann ist 1 ein Eigenwert von A.

(c) Wenn A eine Blockmatrix der Form

A= <Jg g) , mit B € Mat(K x K,K), D e Mat(M x M,K),

ist, so sind die Eigenwerte von A genau die Eigenwerte von B und D zusammen.
(d) Ist A ein Eigenwert von A, so ist A" ein Eigenwert von A™ fiir jedes m € N.

(e) Wenn A nilpotent ist, d.h. A™ = 0 fiir ein gewisses m € N, dann ist 0 der einzige
Eigenwert von A.

(f) Wenn A idempotent ist, d.h. A2 = A, dann kénnen hochstens 0 und 1 Eigenwerte sein.

Prasenzaufgabe 2.2 (Diagonalisieren)

Wir betrachten die folgenden komplexen Matrizen, die sogenannten Pauli-Matrizen:

am(y o)) =03

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die Eigenvektoren der gegebenen Matrizen.

(
(b) Warum sind die Matrizen diagonalisierbar?

)
)
(c) Diagonalisieren Sie die Matrizen und geben Sie die Transformationsmatrizen an.
(d) Berechnen Sie e, e und e®.

Hausaufgabe 2.3 (Charakteristisches Polynom) (4+1 Punkte)

(a) Berechnen Sie fiir alle N > 2 und beliebige ¢, . .., ¢y € K das charakteristische Polynom
der Matrix
0 1 o o0 - 0
0 0 1 0 - 0
0 : - 0 1 0
0 0 B | 1
—CN —CN_] e —Ccy —cy

(b) Zeigen Sie, dass jedes Polynom vom Grad N mit Leitkoeffizient (—1)" das charakteris-
tische Polynom einer Matrix A € Mat(N x N,K) sein kann.



Hausaufgabe 2.4 (Diagonalisieren) (4+4+2 Punkte)

(a) Entscheiden Sie, ob folgende Matrizen als Abbildungen auf reellen Vektorrdumen dia-
gonalisierbar sind und bestimmen Sie gegebenenfalls eine geeignete Basiswechselmatrix
hin zu einer Diagonalform (d.h. eine Matrix 7} derart, dass T; ' A4;T; diagonal ist).

0 a=(3 ). w a5 ).

3 2 -2 4 -1 3
(iif) Ag=|2 3 -2, (iv) Ay=|-2 1 -1
6 6 —5 -2 3 -3

(b) Sind die Matrizen Aj, Ao, A3, A4 aufgefasst als Abbildungen auf komplexen Vektorrau-
men diagonalisierbar? Bestimmen Sie auch hier die Transformationsmatrizen.

(c) Berechnen Sie et und e42.

Hausaufgabe 2.5 (Charakteristisches Polynom) (5 Punkte)

Es sei M > N und A € Mat(M x N,R), B € Mat(N x M,R). Zeigen Sie, dass fiir die
charakteristischen Polynome von AB und BA gilt:

pag(z) = ()" Nppa(2).

Zusatzaufgabe 2.6 (Differenzieren der Determinante) (5 Bonuspunkte)

Es sei nun K = R.

(a) Betrachte eine Matrix B(t) := (S1(t),...,Sn(t)) € Mat(N x N,R), deren Spalten S;(t)
differenzierbar von ¢t € R abhédngen. Zeigen Sie dann die folgende Produktregel:

% det(B(t)) = det (S7(¢), Sa(t), ..., SN () + -+ det (S1(t), ..., Sn_1(t), Sy (1))

Die Ableitung fiir eine Spalte ist komponentenweise zu verstehen.

(b) Es sei A € Mat(N x N,R). Wir bezeichnen mit A(j) = AU7) die (N —1) x (N —1)-
Matrix, die durch Streichen der j-ten Spalte und j-ten Zeile aus A entsteht. Zeigen Sie,
dass dann fiir das charakteristische Polynom gilt:

d N
gbalt) = *leA(j)(t), teR.
j:

Abgabe bis Dienstag, dem 26.04.2016 um 10:59 Uhr.



