Funktionentheorie — Der Residuensatz

Themen des Tutoriums am 01.07.2015:

e Wenn D offen ist, ay,...,ax € Dund f : D\ {a1,...,ar} — C holomorph
ist, dann heilen die Punkte a1, ..., ay isolierte Singularitditen von f.

e Wenn f : D\ {a} — C holomorph ist, so konnen fiir die isolierte Singularitt
nur drei Fille auftreten:

(a) f ist auch auf ganz D fortsetzbar und holomorph. Dann heif3t a hebbare
Singularitit.

(b) f hat bei a einen Pol der Ordnung N, d. h.

lim (z — a)” f(z) = Konstante € C
z—a

aber lim, ., (2 — @)V ~! f(2) existiert nicht.

(c) f hat eine wesentliche Singularitit bei a, d. h.

lim (z — a)" f(z)

z—a

existiert fiir kein n € N.

e Fiir eine isolierte Singulariédt a von f heifit der Wert des Integral

1
Res,—of(2) := — f(z)dz
27 |z—al=r
das Residuum von f bei a. Dabei muss r so klein sein, dass nur eine einzige
Singularitiit eingeschlossen wird.

e Es gibt verschiedene Moglichkeiten Residuen zu berechnen. Der wichtigste
Satz ist der folgende: Wenn f, g : D — C holomorph sind und g eine einfache
Nullstelle in @ € D hat, dann gilt:

fz) _ fla)
g(z)  ¢'(a)

e Bei hoherer Polstellenordnung sieht die Formel komplizierter aus: Hat f bei a
eine Polstelle von Ordnung N dann gilt:

Res,—,

1 Nt N
RCSZ:af(Z) = N=1)! il—I}(lz 9 N1 [(Z - CL) f(Z)] :

e Residuensatz: Es sei G C C ein einfach zusammenhingendes Gebiet und
f:G\A{ay,...a,} — C holomorph. Ist nun ~ ein (stiickweise) glatter ge-
schlossener Weg, der alle {a1, ... a,} genau einmal gegen den Uhrzeigersinn
umliuft, so gilt

/ F(Q)d¢ = 27y Res.—q, f(2) .

k=1

Hinweis: Ich verwende i fiir die imagindire Einheit und Z fiir die komplexe Konjugation.



Aufgabe 51

Berechnen Sie fiir alle £ € Z das folgende Residuum mit Hilfe des Kurvenintegrals

1
Reszzozk = — Fdz
27 |z\:r

Denken Sie bitte an eine passende Fallunterscheidung.

Aufgabe 52

Verwenden Sie die obige Aufgabe, um sofort das Residuum der Funktion in O anzuge-

ben:
1 5) 7
f(z):fs_—2—|—7+3—|—z—i—22—|—z4—|—4z5+1826.
z z z

Wie lautet das Residuum an allen anderen Stellen?
Aufgabe 53

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes. Dazu miissen
Sie zuerst die eingeschlossenen Residuen bestimmen.

16
@ $.1-1 oy 42

23—z

(b) f\2|=$ 322-1 g

220(22) d
© j;\z—i\zl <

z—i

(d) f‘z|:1 sin(z) dz

22

(Stellen Sie hier den Sinus als eine Potenzreihe dar.)

Aufgabe 54

Berechne Sie mit Hilfe des Residuensatzes die folgenden reelle Integrale. Zeichnen
Sie zuerst einen passenden Integrationsweg und berechnen Sie die ndtigen Residuen

separat.
(a)
[
oo L+ 22
(b)
[
oo L4t
()

NG



Losungen

Auf den folgenden Seiten findet ihr meine eigenen Losungen der Aufgaben. Diese sind
nicht als Musterlosungen gedacht, sondern eher als Uberpriifung eurer eigenen Rech-
nungen. Es konnen Schreibfehler oder unleserliche Dinge auftreten. Alle Probleme
kldren wir am besten in der Ubung selbst.

o [osung zur Aufgabe 51 bis 53

e [Osung zur Aufgabe 54
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