Aufgabe 18 (c)

Es sei R™ mit der euklidischen Norm ausgestattet und A eine symmetrische Matrix tiber R.
Beh: ||A|| = |Mnaz|- Dabei steht A4, fiir den betragsméflig grofiten Eigenwert von A.
Bew: Da \,., Eigenwert ist, existiert ein Eigenvektor v mit ||v|| = 1, sodass

Av = Az . (1)

Daraus folgt sofort ||A|| > |Amaz/-

Andererseits ist A als symmetrische Matrix diagonalisierbar, d.h. es existieren Transfor-
mationsmatrizen U und U~!, welche sogar orthogonal sind, und eine Diagonalmatrix D,
so dass gilt:

A=UDU'=UDUT . @)
Sei nun z € R™ mit [|z|| = 1, dann gilt:
|Az|? = (UDUTx . UDUTz) = | Dy|? , mit y == Uz
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Ziehen wir die Wurzel und bilden wir das Supremum, so erhalten wir:
IAll < [Amazl - (3)
Also im Gesamten wirklich: ||A]| = [Anaz)- O

Bemerkung: Wir haben fiir die zweite Ungleichung die genaue Form der euklidischen
Norm ausgenutzt und in der Tat gilt die Aussage nicht fiir eine beliebige Norm auf R".

Die erste Ungleichung, also ||A|| > [AMnaz|, gilt jedoch fiir jede Norm auf R™ und der
damit induzierten Operatornorm.



