Mengenlehre

Axiomensystem kurz und knapp

Die Mengenlehre ist mit ihrer Entwicklungsgeschichte und ihren Paradoxien,
die man ohne eine entsprechende Axiomatik erhalt, ein unglaublich inter-
essantes sowie spannendes Feld. Liebend gerne wiirde ich mit Begeisterung
Erzahlungen dariiber abliefern, aber dies wiirde wohl den Sinn und Zweck
dieses Kurzskriptes zuwider laufen. Ich verweise aus diesem Grund auf die
expliziten Darstellungen in den Werken [1], [2] und [4] und konzentriere mich
hier hauptsachlich auf eine erklarende Wiedergabe des Axiomensystems, das
man haufig mit ZFC abkiirzt. Es ist benannt nach Ernst Zermelo, Abraham
Adolf Fraenkel und dem Axiom of Choice.

Das Axiomensystem, wie wir es hier vorstellen werden, wird auch haufig
nach John von Neumann, Paul Bernays und Kurt Godel benannt und mit
NBG abgekdirzt. Es ist nur eine leichte Verallgemeinerung des klassischen
ZFC-Axiomensystems, aber meiner Meinung nach leichter verstandlich. Der
Unterschied liegt einzig und allein darin, dass man neben ,Mengen" auch

gleichzeitig noch etwas lber , Klassen" erzahlt. Mehr dazu gleich.

1 Pradikatenlogik 1. Stufe

Fir eine saubere Formulierung der Grundlagen der Mathematik, kommt man
nicht darum, eine unmissverstandliche Sprache und eine mathematische Logik
zu wahlen. Wir werden die Axiome in einer sogenannten Sprache 1. Stufe

formulieren. Diese benétigt nur die folgende Zeichen:
(1) Quantoren: V 3

(2) Junktoren: A V - = &
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(3) Klammern: ()
(4) Variablensymbole: vy v; vy
(5) Relationssymbole: €

Man beachte, dass wir kein Gleichheitszeichen in der Sprache erlauben. Das
wird zwar haufig getan, aber wir werden es in diesem Skript erst spater

einfihren.

Ein Ausdruck ist ein Wort, das mit diesen Symbolen gebildet werden kann,
also einfach eine endlich Aneinanderreihung von Symbolen, z. B. vg(3(V. Wie
in der gesprochenen menschlichen Sprachen kann man also auch sinnlose
Aneinanderreihungen der Buchstaben bilden. Fiir die ,echten” Woérter in

unserer Sprache werden wir einen weitere Bezeichnung verwenden:

Definition 1. Unter einer Formel verstehen wir einen Ausdruck v; € v;
und Ausdriicke die nach folgendem Prinzip gebildet werden: Wenn ¢ und
1 Formeln sind, dann bezeichnen wir die folgende Ausdriicke ebenfalls als

Formeln:

(@) A @), () V), (p)= (), ()& @), ~p, Juilp), Yulp).

Diese so entstandene Sprache bezeichnen wir als die Pradikatenlogik erster
Stufe fiir die Symbolmenge {€} und schreiben dafiir kurz L{€}.

Nun unterscheidet man in einer Formel sogenannte gebundene und freie Va-
riablen. Dabei sind gebundene Variablen, die durch einen Quantor festgesetzt
werden. Gebundene Variablen kénnen durch Umbenennung oder Substituti-
on verandert werden. Wir unterdriicken hier die Details und verweisen zum
Beispiel auf [5] oder auch [3].

Wir halten noch folgende Definitionen fest:

Definition 2. Eine Formel heiBt Aussage oder Satz, wenn sie keine freien
Variablen besitzt.
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Anschaulich sollte die Aussage damit wahr oder falsch sein. Der Wahrheitswert
sollte durch logisches SchlieBen aus dem Axiomensystem zu bestimmen sein.

Dies ware dann ein formaler Beweis in unserer Sprache.

Definition 3. Ein Axiomensystem ist eine endliche oder unendliche Liste von

Formeln.

Wir haben nun eine formale Sprache aufgestellt, die Mehrdeutigkeiten oder
Unklarheiten ausschlieBt, sodass wir in dieser unsere Axiome beschreiben
konnen. Die mathematische Logik wird uns dann sagen, welche formale
Schliisse aus den Axiomen zu ziehen sind. Fiir diese Details verweisen wir
wieder auf [3], jedoch wird fiir das Weitere ein grobes Wissen (iber die

Aussagenlogik vollig ausreichen.

2 Axiome der Mengenlehre

Die anschauliche Auffassung von einer Menge als eine Zusammenfassung von
Dingen, sollte man immer im Hinterkopf tragen, aber wir wissen, dass wir
beim Aufstellen das Axiomensystems von Null starten missen. Wir haben

also erstmal nichts. Dieses Nichts mdchten wir nun fullen.

Es stellt sich heraus, dass es besser ist, mit einem allgemeineren Begriff zu
starten. Dieser Begriff lautet Klasse. In unserem Universum gibt es nun also
nur Objekte A, B,C, ..., die wir als Klassen bezeichnen. Zwischen je zwei
dieser Objekte soll je eine Verbindung € bestehen, die in unserer Interpretation
entweder wahr oder falsch sein kann. Wir schreiben A € B und sagen und

denken dafir ,,.A ist ein Element von B".

Diese Objekte, dir wir Klassen nennen, und die bindre Verknipfung € sind die
undefinierten Terme in unserem Universum. Wir wissen nicht, was Klassen
eigentlich sind, aber wir werden in der Sprache L€} ein Axiomensystem for-
mulieren, das die gewiinschten Eigenschaften liber diese Objekte festschreibt.

Als Variablensymbole ersetzen wir v; immer durch ansprechende Buchstaben,
wie x,y, 2z, A, B,C, A, B, C usw.

JP-G.de


http://jp-g.de/

Um ein tbersichtliches Axiomensystem in der formalen Sprache zu erhalten,
werden wir immer wieder Abkiirzungen einfiihren, die fiir eine Formel in der
Sprache stehen. Wir verwenden dafiir das Symbol =g4.¢, um hervorzuheben,
dass eine Formel nur zu besseren Lesbarkeit ersetzt wurde. Wir beginnen mit

einer grundlegenden Abkiirzung:
A ¢ B =def _'(A € B)
Und sprechen dies als ,, A ist kein Element von B".

Wir starten zuerst mit einer Definition:

Definition 4. Ein Element einer Klasse nennen wir eine Menge. Oder anderes

gesagt: Wir schreiben ,, B ist Menge" fiir die Formel

JA(B € A)

Da wir nur Klassen in unserem Universum zugelassen haben, sind Mengen
per definitionem bestimmte Klassen. Die Vorstellung soll demnach einfach

sein, dass Mengen ,kleine" Klassen sind.

Da wir, wie zu Beginn erwahnt, keine Gleichheit in unserer Sprache als Symbol

eingefiihrt haben, brauchen wir nun die folgende Definition:

Definition 5. Wir nennen zwei Klassen gleich, wenn jegliche Elementbezie-

hungen fiir alle anderen Klassen lbereinstimmen. Genauer:

A=B =45 YC(AcCoBelC)AVC(CeAsCeb)
Es bieten sich nun auch die folgenden Kurzschreibungen an. Wir schreiben
fur eine Formel ¢:
Veeyy =qr Vr(zey= )

dJreye =ap Jx(r€ynyp)

Ve, y o Zaer VIVy
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0. Axiom - EXIST

Wir geben unserem ,ersten” Axiom die Bezeichnung Null, um anzudeuten,
dass es letztendlich entbehrlich sein wird. Im Allgemeinen werden wir nicht
versuchen ein moglichst kurzes Axiomensystem aufzustellen, sondern ein gut
verstandliches. Bis auf dieses Nullte Axiom stimmt unser System mit dem
ublich vorgestellten ZFC-System bzw. dem NBG-System (iberein, welche aller-
dings auch noch redundant sind. Einiges kann man schon aus den Definitionen
und Axiomen der formalen Logik folgern, sodass man diese nicht nochmals in

der Mengenlehre fordern muss.

Das nullte Axiom soll erstmal festhalten, das unser Universum nicht komplett
leer ist. Dies macht das Verstandnis der folgenden Axiome einfacher, da man
weiB, dass es auf jeden Fall auch Objekte gibt, von denen man das weitere
fordert. Am Ende wird man erkennen, dass diese Existenz schon aus einer

leichten Kombination von zwei Axiomen folgt.

0. Existenz einer Klasse und Menge: Es existiert eine Klasse und eine

Menge, wobei diese Menge ein Element der Klasse ist.

JA4 Jz (x € A)

1. Axiom - EXT

Das nun folgende echte erste Axiom soll die Anschauung festhalten, dass eine

Menge bzw. eine Klasse schon durch ihre Elemente festgelegt ist.

1. Extensionalitatsaxiom: Zwei Klassen sind genau dann gleich, wenn sie

die gleichen Elemente besitzen.

VAB(A=B & Va(rcAwszcB)

Man sollte bemerken, dass eine der Implikationen schon durch die Definition

von = gegeben ist. Das Extensionalitatsaxiom besagt demnach, dass wir
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die Gleichheit alleine auf die , linksseitige” Elementbeziehung zuriickfiihren
konnen. Unsere Anschauung ist hier natdrlich, dass eine Klasse oder Menge
nun genau eine Zusammenfassung von Dingen ist und genau diese Dinge

alleine sollen die Klasse letztendlich festlegen.

2. Axiom - KOM

Bisher schien es noch (iberhaupt nicht notwendig eine formale Sprache einzu-
fihren, denn wir konnten alles eindeutig in einer Alltagssprache ausdriicken.
Das andert sich jedoch sofort, sobald wir neue Mengen bzw. Klassen nach
gewissen Eigenschaften bilden mochte. Mochten wir alle Objekte zusammen-
fuhren, die bestimmte Bedingungen erfiillen, so ist unsere Alltagssprache
zu ungenau und wir kénnen nicht unterscheiden zwischen ,erlaubten” und
»unerlaubten” Eigenschaften, die wir an die Objekte stellen diirfen. Die formale
Sprache L€} hilft uns dort sehr, denn es ist nun alles erlaubt, was sich in

der Sprache ausdriicken lasst.

2. Komprehensionsaxiom (auch: Aussonderungsaxiom): Zu jeder Ei-
genschaft, die sich als eine Formel ¢ in L€} formulieren lasst, gibt es
eine Klasse, die genau die Mengen als Elemente besitzt, fir welche die
Eigenschaft zutrifft.

Yoq,...,v, A Vo (:c e A& (p(x,vg,...,0,) Az ist Menge))
Oder komplett formal:

Yoy, ..., v, 3A Vo (atEA<:>(gp(a:,vl,...,vn)/\ElB(xEB))

Hier soll die Formel ¢ genau z, vy, ..., v, als freie Variablen enthalten.

Man sollte ebenfalls beachten, dass das Axiom fiir jede Formel ¢ gilt, sodass
man hier in der Tat unendlich viele Axiome verpackt hat. Man spricht haufig

von einem Axiomenschema.

Definition 6. Wenn ¢ die Formel x = z ist, so nennen wir die Klasse A, die

nach dem obigen Axiom existiert und nach dem Extensionalitdtsaxiom auch
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eindeutig ist, die All-Klasse V. Diese zeichnet sich also durch
re€V & (x=x A zist Menge)
aus. Dies bedeutet, dass )V gerade die Klasse aller Mengen ist.

Fir jede andere Formel ¢ fithren wir nun die folgende Abklrzung fir die

Klasse A aus dem obigen Axiom ein:

{z eV |ex,v,...,u)}

Auch hier gilt: Die Klasse existiert nach dem obigen Axiom und ist nach dem
Extensionalitatsaxiom auch eindeutig bestimmt. Wenn die Formel ¢ schon

die Eigenschaft umfasst, dass x eine Menge ist, dann schreiben noch kiirzer:

{z|p(z,v1,...,00)}

fur die Klasse A aus dem Komprehensionsaxiom.

Das Komprehensionsaxiom erlaubt uns nun die Konstruktion von verschiedenen
Klassen. Wir haben natiirlich noch nicht geklart, wann eine durch eine
Eigenschaft ¢ definierte Klasse auch eine Menge ist, denn dies sollen erst

weitere Axiome libernehmen.

Definition 7. Wir schreiben abkiirzend = # y fiir =(x = y) und definieren
die leere Klasse () durch:

{reV|z#ua}

Die leere Klasse hat in unserer Interpretation keine Elemente, da =z = z
eine Tautologie ist. Andererseits enthalt die All-Klasse V alle Mengen unsere
Universums, ist aber in der Tat selbst keine Menge, sondern eine echte Klasse,

was wir gleich noch zeigen werden.

Wir gehen nun auf eine wichtige Bildung einer Klasse ein, die als Russellsche
Klasse bezeichnet wird, da Bertrand Russell sie als Paradoxon in der damaligen

Mengenlehre vorstellte.
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Satz 8. Die Klasse {x € V | x ¢ x} ist eine echte Klasse, also keine Menge.

Beweis. Bezeichnen wir die Klasse {z € V | ¢ z} mit R, so gilt fir jede
beliebige Menge A:
AcR & A¢A

Ware nun R eine Menge so miisste die obige Aquivalenz auch fiir R gelten,
d.h.:
ReR & R¢ER

Ein logischer Widerspruch, sodass R keine Menge ist, sondern eine echte
Klasse. O

Nun fithren wir ein paar Bezeichnungen ein:

Definition 9. Fur zwei Klassen A und B schreiben wir B C A bzw. A D B
abkirzend fur
Ve(x e B=>x € A)

und sagen, dass B in A enthalten ist oder dass B eine Teilklasse von A ist.

Nach dem Komprehensionsaxiom koénnen wir durch eine beschriebene Ei-
genschaft neue Klassen bilden. Es bietet sich nun an, den Durchschnitt,
Vereinigung und das Komplement, welche wir uns anschaulich vorstellen
kénnen, einzufithren. Wir schreiben ab sofort := bzw. =:, wenn wir eine neue

Kurzbezeichnung fiir eine neue Klasse einfiihren.

AUB :={zlr € AV z € B}

ANB:={z|lr € ANz € B}

A\ B :={z|lxr € ANz ¢ B}
A ={zx eV |z ¢ A}
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3. Axiom - LM

Da wir bisher mit allgemeinen Klassen hantiert haben, konnten wir leicht
feststellen, dass unser Universum einige Klassen beherbergt und auch beliebig
neue Klassen mit dem Komprehensionsaxiom finden. Eine Menge konnte wir
jedoch noch nicht angeben, aber diese sind nétig um neue Klassen nach dem

Komprehensionsaxiom zu bilden.

3. Leermengenaxiom: Die leere Klasse () ist eine Menge.

IN=RY

Mit der Anschauung, dass Mengen gerade , kleine” Klassen sein sollten, sollte
das also mindestens auf die Klasse ohne Elemente zutreffen. Kleiner geht es

ja wirklich nicht.

4. Axiom - PA

4. Paarmengenaxiom: Die Klasse die genau ein oder zwei Mengen als

Elemente enthalt ist eine Menge.

Vy,2z€V {zxeV]|x=yVa=z}eV

Fir diese gebildete Paarmenge, die nach dem Extensionalitdtsaxiom eindeutig

bestimmt ist, schreiben wir ab sofort:

{y,z} ={reV]z=yVa=2z}bzw. {y} = {y,y}

Das Paarmengeneaxiom besagt, dass die wir so wieder eine Menge erhalten

und eben keine echte Klasse. Auch hier spielt die Anschauung von | kleinen’

Klassen mit.
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5. Axiom - VER

Fir eine Klasse A definieren wir die ,, groBe” Vereinigung als die gewohnliche

Vereinigung ihrer Elemente, d. h.
UA:={z]34€ A z € A}

Es werden also alle Mengen in A vereinigt. Das nachste Axiom soll nun
festhalten, dass wir auf diese Art auch wieder eine Menge erhalten, solange

A eine Menge ist.

5. Vereinigungsaxiom: Zu jeder Menge A existiert eine Menge B, deren

Elemente genau die Elemente der Elemente von A sind.

VAeV (JAeV

Vereinigungen, welche innerhalb einer Menge stattfinden, sollen also auch

wieder Mengen ergeben. Anschaulich bleibt also alles klein genug.

6. Axiom - AUSM

Wenn A eine Menge ist, so wollen wir, dass die Teilklassen B C A auch Men-
gen sind. Dazu miissen wir das Komprehensionsaxiom um diese Information

erweitern.

6. Aussonderungsmengenaxiom: Eine Teilklasse einer Menge, ist wieder
eine Menge
(AeV)AN(BCA)=BeV

In Axiomensystemen, die den allgemeinen Begriff Klasse nicht benutzen,
kann man AUSM leicht in KOM eingliedern. Da wir jedoch das Komprehensi-
onsaxiom so allgemein gehalten haben, dass wir auch echte Klassen bilden
konnen, miissen wir noch ein zusatzliches Aussonderungsaxiom fiir Mengen

hinzufiigen.
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Satz 10. Der Schnitt einer Klasse mit einer Menge, ist wieder eine Menge.
AceV=ANBecV

fiir jede Klasse B.

Beweis. Es gilt die Inklusion AN B C A. Nach AUSM ist A N B also eine
Menge. [l

7. Axiom - POT

Wenn A eine Menge ist, so nennen wir die Teilklassen B C A iiblicherweise
Teilmengen, denn nach dem obigen Aussonderungsmengenaxiom sind dies

wirklich Mengen.

7. Potenzmengenaxiom: Die Klasse aller Teilmengen einer Menge ist

wieder eine Menge.
VAeV {zlx C A} eV

Wir setzen P(A) := {x|z C A} und nennen Sie die Potenzmenge von A.

8. Axiom - FUN

Das nachste Axiom soll die Vorstellung abbilden, dass eine Menge oder Klasse

nicht unendlich nach innen verschachtelt werden kann.

8. Fundierungsaxiom: Jede Klasse A # ) hat ein Element B, welches

mit A kein Element gemeinsam hat.

VA(A#0 = 3B A(ANB=1))

11
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9. Axiom - ERS

Fir das nachst Axiom benoétigen den Begriff einer Funktion. Dazu fiihren wir
den Begriff des geordneten Paars ein. Fiir zwei Mengen x,y € ) definieren
wir

(z,y) == {{a}, {z, y}}
Nach dem Paarmengenaxiom ist dies als Menge definiert, d.h. (z,y) € V.

Weiterhin definieren wir das kartesische Produkt von zwei Klassen A und B

als:
AxB:={zlr=(A,B) N Ac A N BeB}

Beachte, dass fiir zwei Mengen C, D nach dem Vereinigungsaxiom auch
C x D eine Menge bildet.

Definition 11. Ein funktionale Klasse ist eine Teilklasse F C V x V mit der
Eigenschaft:
(z,9),(x,2) €F = y==z

fur alle Mengen z, v, 2.
Ublicherweise schreiben wir
.F(l') =y Edef (:Cay) eF

fir eine funktionale Klasse F.

Eine weitere wichtige Definition ist:

Definition 12. Fir eine funktionale Klasse F definieren wir den Definitions-
bereich
Dom(F) :={z|3y F(z) =y}

und das Bild der funktionalen Klasse F:

Ran(F) := {y|3z F(z) =y}

12
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Fir eine Teilklasse A C Dom(F) schreiben wir auch
FlA] :={y|3x € A F(z) =y}

und nennen diese Klasse das Bild von A unter F.

Ublicherweise schreibt man fiir eine funktionale Klasse
F :Dom(F) — B
wobei 3 irgendeine Klasse mit Ran(F) C B ist.

Aufgrund der Definition einer funktionalen Klasse als eine (bliche Abbildungs-
vorschrift ,von links nach rechts”, scheint es sinnvoll zu fordern, dass solche

Abbildungen Mengen wieder auf Mengen abbilden:

9. Ersetzungsaxiom: Das Bild einer Menge unter einer funktionalen Klasse

ist auch eine Menge.

VF VB €V (F funktionale Klasse = F[B] € V)

10. Axiom - UN

Das nachste Axiom soll festhalten, dass wir mindestens eine unendliche Menge
vorliegen haben. Dieses ist demnach starker als das nullte Axiom EXIST,

welches wir, wie schon angesprochen, auch weglassen konnten.

10. Unendlichkeitsaxiom: Es existiert eine Menge, welche die leere Menge

enthalt und mit jedem Element z auch z U {z} als Element enthalt.

JAeV ((Z)EA AN (xreA = :EU{:E}EA))

13
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11. Axiom - AC

Fir das letzte Axiom bendtigen wir nochmals den Funktionenbegriff. Fiir das
Ersetzungsaxiom haben wir den Begriff der funktionalen Klasse eingefiihrt.
Wenn eine funktionale Klasse eine Menge ist, so sprechen wir einfach von

einer Funktion. Wir definieren:
AP .= {F eV | F:B— Afunktionale Klasse}
AP ist also die Klasse aller Funktionen mit Dom(F) = B und Ran(F') C A.

Wir beweisen nun zuerst den folgenden Satz

Satz 13. Fiir jede Funktion F' € V ist der Definitionsbereich eine Menge.

Beweis. Eine Funktion erfillt F C VxV und F' € V. Nun gilt fir (z,y) € F:

{z,y} =, y) cUUF

Dies folgt leicht aus der Definition des geordneten Paars. Die obige Gleichung

bedeutet nun aber andererseits auch:

e JUF

Da nun die Vereinigung von Mengen nach VER immer auch eine Menge

liefert, erhalten wir aus

Dom(F) c |JUF,

was aus der obigen Gleichung folgt, und dem Aussonderungsmengenaxiom

sofort die Behauptung. O

Fiir eine Menge I und ein F' € V! definieren wir das allgemeine kartesische
Produkt

X F(i) = {f‘f:]—>UF(z’) A f(z‘)eF(z‘)}

el iel

14
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Das kartesische Produkt beschreibt also Funktionen, die fiir jedes ¢ € I je
einen Vertreter aus F'(i) auswahlen. Fir eine Menge I = {a,b} mit zwei
Elementen stimmt diese Konstruktion im Wesentlichen mit dem kartesischen
Produkt F'(a) x F'(b) tGberein, denn es gilt:

X F(i) = {a} x F(a) U {b} x F(b)
i€{a,b}
Demnach kann man fiir jede endliche Menge I sofort solch eine Auswahl-
funktion angeben, wenn die Mengen F'(i) nicht leer sind. Man muss dazu
nur das Paarmengenaxiom endlich oft anwenden, um zu erkennen, dass das
allgemeine kartesische Produkt nicht leer ist. Fiir unendliche Mengen I folgt

dies aber nicht aus den anderen Axiomen, sodass man dies fordern muss:

11. Auswahlaxiom: Fiir jede Menge von nicht-leeren Mengen gibt es eine

Auswahlfunktion.

VI eV VF eV ((Viel F(i)£0) = X F(i)#0)

i€l
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