9 Riemann-Integral fir Funktionen einer Variablen

Integral = (orientierte) Flache zwischen Funktion
f:[a, b] — R und der x-Achse

~ Y n(Xn — Xn—1)f(&n) mit Zwischenpunkten &, € [X,_1, Xp]

7[4

Alternative: Lebesgue—Integral durch Zerlegung der y-Achse
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Definition 9.1
(i) Zerlegung Z des endlichen Intervalls [a, b] ist gegeben durch
Punkte a= xg < x4 < ... < xy = b mit endlichem N € N
(i) Zerlegung Z’ feiner als Zerlegung Z (Schreibweise Z < Z)
<= jeder Punkt in Z ist auch in Z’
(iii) Gegeben Zerlegungen Z und Z’, entsteht Verfeinerung Z v Z’
durch deren Uberlagerung

(iv) F(Z) = max,_1,. . nAxy mit Axp = Xp — Xp—4 ist Feinheit von Z

v

Z={Xy,...,XN-1}

a X4 X X3 X4 o XN b
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Obersumme O(f)

Untersumme Uz(f)
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Definition 9.2 (Riemann Integral)
f: [a, b] — R Funktion und Z Zerlegung von |[a, b]
(i) Untersumme Uz(f) und Obersumme Oz(f) sind

N

Uz(f) = Y Axp-mn,  my = inf{f(x) | x € [Xp_1,Xn]}
n=1
N

Oz(f) = Z AXxp - My M = sup{f(x) | X € [Xa_1, Xn]}
n=1

(i) Unteres und oberes Riemann-Integral:

U(f) = supUz(f),  O(f) = infOz(f)
z V4

(ii) f Riemann-integrierbar < U(f) = O(f) e R. Dann

b b
j dxf(x) = U(f) = O(f) = f f(x)dx = dx f(x)
a a [avb]
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Bemerkung 9.3
f:[a, b] — R unbeschrankt — Oz(f) = oo oder Uz(f) = —o0 VZ
Riemann-integrierbare Funktionen sind also immer beschrankt

Lemma 9.4

Z,Z' Zerlegungen von [a,b] = Uz(f) < Oz (f).
Somit U(f) < O(f)

Beweis: Behauptung klar fir Z = Z’

Seizunédchst Z < Z'und z.B. xp_1 = x{_; <X/ < xj’ Xp. Dann

' i +1 =

AXnmn = A)(j/mn + AX;+1 mn
< Axjmi+ Ax{, ym’,y  (weil inf Gbefideinexgsiintervall)
Somit Uz(f) < Uz (f). Analog: Ogz(f) = Oz(f)
Jetzt Z < ZuZund 2’ < Zu Z', so dass

Uz(f) < Uzoz/(f) < Oz 2 (f) < Oz (f)
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Satz 9.5 (Riemannsches Integrabilitatskriterium)
f integrierbar < Y ¢ > 03 Zerlegung Z mit Oz(f) — Uz(f) < ¢ J

Beweis: '—" O(f) = U(f) = Z,Z' mit Oz(f) — Ux(f) < ¢
= Oz, z/(f) — Uz z(f) < Oz(f) — Uz (f) < e (Beweis Lemma 9.4)

"<="0 < O(f) — U(f) < Oz(f) — Uz(f) < e fUr geeignetes Z ]

Satz 9.6 (Verscharftes Riemannkriterium)

f integrierbar
— Ve>036>0mitOz(f)—Uz(f) <eVZmitF(Z) <6
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Beweis: (Argument f in Oz, U7 unterdrickt) "<=" klar nach Satz 9.5
"=—" Sei ¢ > 0. Nach Satz 9.5 3 Zerlegung Z’' mit Oz — Uz < §
Sei Z beliebige Zerlegung.

Behauptung: 3 von Z unabhéngige Konstante C = C(f, Z’) mit

O7 — OZuZ’ < CF(Z) , UZuZ’ - Uz < C.F(Z)

Begriindung: Seien x,, X1 in Z.

Betrachte zugehdrigen Beitrag B, zu Oz — Oz, 7. Xn x' Xn+t
Falls kein Punkt von Z’ in [Xp, Xp41], ist B, = 0.

Falls ein Punkt x’ von Z’ in [xp, X+1], gilt:

By = (Xnt1—Xn) sUp f—(Xpp1 —x') sup f—(x"—xn) sup f

[X”7Xn+1] [X”Xn+1] [X’hxl]
= (Xppq — X') ( sup f— sup f) + (X' — xp) < sup f— sup f)
[Xn,Xn+1] (X' Xn+1] [Xn,Xn+1] [Xn,x]

< F(Z)|supf—inff]-2
[a,b] [a,b]
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Falls k Punkte von Z’ in [xn, Xn11], gilt analog:

B, < F(Z)|supf—inf f|(k+1)
[a,b] [a.b]

Summieren Uber Beitrag zeigt Oy — Oz 7 < CF(Z). Zweite
Behauptung analog.
Somit
Oz —Uz < [0z —-0zuz|+|0z02 — Uzoz| + [Uzoz — Uz
< CF(Z) + % +CF(2) <«
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Definition 9.7

f: [a,b] — R beschrankt.

Z Zerlegung von [a, b] mit Punkten xp < x1 < ... < Xy

Sei &p € [Xn—1, Xn] ZWischenpunkte und setze £ = (&1,...,¢n)
Die zugehdrige Riemannsche Zwischensumme ist definiert als

N
Sze(f) = ) Axn- f(&n)

n=1

Satz 9.8 (Zwischensummenbeschreibung des Integrals)

f : [a,b] — R beschrénkt. Dann: {2 dx f(x) = |

— VYVe>036>0 mit
|Sz¢(f) = 1| <eVZmit F(Z) <6 undV ¢
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Beweis "—" Es gilt
Ur-07; < Uzsr—1 < Szg—/ Or—-1 < O - U7

Somit Sz — 1| < Oz — Uz <e V F(Z) < ¢ (nach Satz 9.6)
«—="Zue > 0seid>0so0,dass

1Sze— 1] < % fir F(Z) <6 V Zwischenpunkte ¢
Bestimme £ und ¢’ so, dass

g
|Sz¢ — Oz] < 2 und |Sze — Uz| <

INGQ

Dann

O;—-U; < |OZ_SZ,§|+|SZ,§_I|+|SZ,§’—I|+|SZ,§’—UZ| < €

Schlie3e mit Satz 9.5 oder 9.6 O
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Korollar 9.9
f: [a,b] — R Riemann-integrierbar

— 2dxf(x) = limyoo, 223N f(a+ o5t (b—a)) Vite[0,1]
Beweis: Spezielle Zwischensumme mit &, = a+ 5! (b — a). O
Satz 9.10

Jede stetige Funktion ist (Riemann-) integrierbar J

Beweis: Da [a, b|] kompakt, f : [a, b] — R gleichmaBig stetig (Ana 1),
d.h.Ve>036>0s0,dass [f(x) - f(xX)| < 555 VI[x—x| <0
Fir Zerlegung Z mit F(2Z) < ¢ gilt also

N
Oz(f) — Uz(f) < ) Axn
n=1

SchlieBe mit Satz 9.6 O
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Beispiel 9.11 (Berechnung eines Integrals)

b N
J[ oot = m 258 3 2+ fio-a)?
n=1
= IJ[nOObNaZ <a2+n (b—a)a+ 1(b— a)2n2>
2
= ,Jl_rpwu’ <Na2 + 2(’” aa N(N+1) i (sza) N(N+123(2N+1))

— (b—a) (a2 +(b—aa+ i(b- a)2>

= (b—a)jbP+ab+a®) = L(b*-a)
Langlich. Bessere Alternative spater (Fundamentalsatz).

Definition 9.12
f:[a, b] — R (Riemann’sche) Treppenfunktion
<= 3 Zerlegung Z von |[a, b] mit f konstant auf (x,_1, Xx,) V n
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Es gibt unstetige, integrierbare Funktionen:

Satz 9.13
Treppenfunktionen sind integrierbar J

Begrndung: Oz(f) — Uz(f) beliebig klein, denn Beitrag der endlich
vielen Sprungstellen wird klein O

Beispiel 9.14 (Eine nicht Riemann-integrierbare Funktion)

) = 1 xeQnl0,1]
10 xeR\QnJ0,1]

Dann V Zerlegungen Z gilt Oz(f) =1 > Uz(f) =0

Aber: f Lebesgue-integrierbar und Sé dx f(x) = 0, weil Q "nur diinn”,
da abzahlbar
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Satz 9.15
(i) Monotone Funktionen sind integrierbar
(i) f, g integrierbar, \ € R = f+ \g und f - g integrierbar
(d.h. integrierbare Funktionen bilden eine Algebra).
(ii) fintegrierbar —> |f| integrierbar
(iv) fintegrierbar, he C(R,R) = ho f integrierbar

Beweis: (i) Sei f monoton steigend. Dann

N
Oz(f)— Uz(f) = )| Axy (f(Xn11) — F(Xn))
n=1 ;’
N =0
< F(2) Z (f(Xnt1) — f(Xn))

Letzteres falls 7(Z) < B—f@ = 0-
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(ii) Sei A > 0.

N
Oz(f+Ag) = > Axy, sup (f+Ag)

n=1 [Xn—1,Xn]
N

< ZAX,,( sup f+ A sup g>
n=1 [Xn—1,xn] [Xn—1,%n]

= Oz(f) + A0z(9)

Analog Uz(f + Ag) = Uz(f) + AUz (9)
Somit nach Satz 9.5

A€

Oz(f+2g)=Uz(f+g) < (Oz(1)~Uz(f)+A(Oz(9)~Uz(9) < 5+

Also ist f + \g integrierbar
Fall A\ < 0 analog, als Ubung.
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Hilfsmittel lokale Variation vi(f) = supy ve[x, ,x, [f(X) — f(x")|. Dann:

N N
02(f) = Uz(f) = Y Axy  sup  [f(x)—F(xX)] = 3 Axpva(h
n=1 n=1

X,X'€[Xn_1,Xn]
Da
f(x)g9(x) — f(x")g(x') = (f(x) — f(x')g(x) + f(x')(g(x) — g(x'))
gilt
V(fg) < |glaVva(f) + [flowva(9)

wobei
Iflec = sup [f(x)]

xe[a,b]

Somit

Oz(fg) — Uz(f9) < |9llo(Oz(f) = Uz(f)) + |f](Oz(g9) — Uz(9))

und fg integrierbar nach obigem Argument.
(iii) Variation erflllt vy(|f|) < vn(f). Dann wie in (ii).
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(iv) hgleichmaBig stetig auf Kompaktum [—|/f||», |||« ] (Analysis 1),
d.h.Ve>036>0mit |h(y) — h(y)| < 2(%—31) Viy—-y1|<d

Da f integrierbar, wahle Z mit Oz(f) — Uz(f) < 4‘@?'500

Seien Z’n und Z’r/] Summen (ber Terme mit v,,(f) < § bzw. v,(f) =6

Dann Oz(f) = Uz(f) > 6, AXp, und somit Y Ax, < grir—. Also

N
Oz(hof)—Uz(hof) = 2 AxpVn(ho f) + Z AxpVp(ho f)
n=1 n=1
N/ N
< Z Axn2|hlo
n=1 n=1
- £+£ _ .
2 2 ]

Jetzt: Aussagen fur Ober- und Untersummen gelten fir Integral:
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Satz 9.16 (Rechenregeln fiirs Integral)
f,g: [a,b] — R integrierbar, c € (a,b) und X\ € R

(i) Linearitat des Integrals:
b b
(J dxf(x)) + A (J dx g(x)
a a
(il) Intervalladditivitat:

J-bdx f(x) J dx f( J dx f(x
(iiiy Monotonie: )

b b
f(x) < g(x) Vxelab] = f dx f(x) < f dx g(x)

f ax(f(x) + Ag(x))

(iv) Standardabschéatzung:

b
f ax f(x
a
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f dx|f(x)| < (b—a)|f]
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Satz 9.17

(fa)n=1 Folge integrierbare Funktionen auf [a, b]

Folge konvergiere gleichmaf3ig gegen f (d h. |f— anOO —0)

= f integrierbar und lim,_, S ax fr(x S dx f(x

Entsprechendes gilt fiir gleichméBig konvergente Re/hen: Yai=1>, )

Beweis:
Oz(f) — Uz(f)

I

(Oz(f) = Oz(f)) = (Uz(f) = Uz(fn)) + Oz(fn) — Uz(fn)
< Oz(f—fy) — Uz (f — fn) + Oz(fn) — Uz(fs) (wie oben)
< 2(b—a)|f — faoo + Oz(fn) — Uz(fn)

Wahle n mit |f — 5] < ﬁ, dann Z mit Oz(f,) — Uz(fp) < 5

Nach Riemannkriterium ist f also integrierbar. Mit Rechenregeln

f dx f(x f dx fu(x

fdx X) — (x))

< (b= a)f = faos 0

O
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