
9 Riemann-Integral für Funktionen einer Variablen

Integral = (orientierte) Fläche zwischen Funktion

f : ra, bs Ñ R und der x-Achse

«
ř

npxn ´ xn´1qf pξnq mit Zwischenpunkten ξn P rxn´1, xns

a ba xn´1 xn ba xn´1 xn b

Alternative: Lebesgue–Integral durch Zerlegung der y -Achse
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Definition 9.1

(i) Zerlegung Z des endlichen Intervalls ra, bs ist gegeben durch

Punkte a “ x0 ă x1 ă . . . ă xN “ b mit endlichem N P N

(ii) Zerlegung Z 1 feiner als Zerlegung Z (Schreibweise Z ď Z 1)

ðñ jeder Punkt in Z ist auch in Z 1

(iii) Gegeben Zerlegungen Z und Z 1, entsteht Verfeinerung Z Y Z 1

durch deren Überlagerung

(iv) FpZ q “ maxn“1,...,N ∆xn mit ∆xn “ xn ´ xn´1 ist Feinheit von Z

Z “ tx1, . . . , xN´1u

xN´1x1 x2 x3 x4 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨a b
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a ba b

Obersumme OZ pf q

a b

Untersumme UZ pf q
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Definition 9.2 (Riemann Integral)

f : ra, bs Ñ R Funktion und Z Zerlegung von ra, bs

(i) Untersumme UZ pf q und Obersumme OZ pf q sind

UZ pf q “
N

ÿ

n“1

∆xn ¨ mn , mn “ inftf pxq | x P rxn´1, xnsu

OZ pf q “
N

ÿ

n“1

∆xn ¨ Mn Mn “ suptf pxq | x P rxn´1, xnsu

(ii) Unteres und oberes Riemann-Integral:

Upf q “ sup
Z

UZ pf q , Opf q “ inf
Z

OZ pf q

(iii) f Riemann-integrierbar ðñ Upf q “ Opf q P R. Dann

ż

b

a

dx f pxq “ Upf q “ Opf q “

ż

b

a

f pxq dx “

ż

ra,bs
dx f pxq
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Bemerkung 9.3

f : ra, bs Ñ R unbeschränkt ùñ OZ pf q “ 8 oder UZ pf q “ ´8 @Z

Riemann-integrierbare Funktionen sind also immer beschränkt

Lemma 9.4

Z ,Z 1 Zerlegungen von ra, bs ùñ UZ pf q ď OZ 1pf q.

Somit Upf q ď Opf q

Beweis: Behauptung klar für Z “ Z 1

xn´1 x 1

j
xn

Sei zunächst Z ď Z 1 und z.B. xn´1 “ x 1

j´1 ă x 1

j ă x 1

j`1 “ xn. Dann

∆xnmn “ ∆x 1

j mn ` ∆x 1

j`1mn

ď ∆x 1

j m
1

j ` ∆x 1

j`1m1

j`1 (weil inf über kleineres Intervall)

Somit UZ pf q ď UZ 1pf q. Analog: OZ pf q ě OZ 1pf q

Jetzt Z ď Z Y Z 1 und Z 1 ď Z Y Z 1, so dass

UZ pf q ď UZYZ 1pf q ď OZYZ 1pf q ď OZ 1pf q
l
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Satz 9.5 (Riemannsches Integrabilitätskriterium)

f integrierbar ðñ @ ε ą 0 D Zerlegung Z mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε

Beweis: ”ùñ” Opf q “ Upf q ùñ Z ,Z 1 mit OZ pf q ´ UZ 1pf q ă ε

ùñ OZYZ 1pf q ´ UZYZ 1pf q ď OZ pf q ´ UZ 1pf q ă ε (Beweis Lemma 9.4)

”ðù” 0 ď Opf q ´ Upf q ď OZ pf q ´ UZ pf q ă ε für geeignetes Z l

Satz 9.6 (Verschärftes Riemannkriterium)

f integrierbar

ðñ @ ε ą 0 D δ ą 0 mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε @ Z mit FpZ q ă δ
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Beweis: (Argument f in OZ ,UZ unterdrückt) ”ðù” klar nach Satz 9.5

”ùñ” Sei ε ą 0. Nach Satz 9.5 D Zerlegung Z 1 mit OZ 1 ´ UZ 1 ă ε

3

xn x 1 xn`1

Sei Z beliebige Zerlegung.

Behauptung: D von Z unabhängige Konstante C “ Cpf ,Z 1q mit

OZ ´ OZYZ 1 ď CFpZ q , UZYZ 1 ´ UZ ď CFpZ q

Begründung: Seien xn, xn`1 in Z .

Betrachte zugehörigen Beitrag Bn zu OZ ´ OZYZ 1 .

Falls kein Punkt von Z 1 in rxn, xn`1s, ist Bn “ 0.

Falls ein Punkt x 1 von Z 1 in rxn, xn`1s, gilt:

Bn “ pxn`1 ´ xnq sup
rxn,xn`1s

f ´ pxn`1 ´ x
1q sup

rx 1,xn`1s

f ´ px 1 ´ xnq sup
rxn,x

1s

f

“ pxn`1 ´ x
1q

˜

sup
rxn,xn`1s

f ´ sup
rx 1,xn`1s

f

¸

` px 1 ´ xnq

˜

sup
rxn,xn`1s

f ´ sup
rxn,x

1s

f

¸

ď FpZ q

˜

sup
ra,bs

f ´ inf
ra,bs

f

¸

¨ 2
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Falls k Punkte von Z 1 in rxn, xn`1s, gilt analog:

Bn ď FpZ q

˜

sup
ra,bs

f ´ inf
ra,bs

f

¸

pk ` 1q

Summieren über Beitrag zeigt OZ ´ OZYZ 1 ď CFpZ q. Zweite

Behauptung analog.

Somit

OZ ´ UZ ď |OZ ´ OZYZ 1 | ` |OZYZ 1 ´ UZYZ 1 | ` |UZYZ 1 ´ UZ |

ď CFpZ q `
ε

3
` CFpZ q ă ε

für FpZ q ă δ “ ε

3C
. l
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Definition 9.7

f : ra, bs Ñ R beschränkt.

Z Zerlegung von ra, bs mit Punkten x0 ă x1 ă . . . ă xN

Sei ξn P rxn´1, xns Zwischenpunkte und setze ξ “ pξ1, . . . , ξNq

Die zugehörige Riemannsche Zwischensumme ist definiert als

SZ ,ξpf q “
N

ÿ

n“1

∆xn ¨ f pξnq

Satz 9.8 (Zwischensummenbeschreibung des Integrals)

f : ra, bs Ñ R beschränkt. Dann:
ş

b

a
dx f pxq “ I

ðñ @ ε ą 0 D δ ą 0 mit

|SZ ,ξpf q ´ I| ă ε @ Z mit FpZ q ă δ und @ ξ
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Beweis ”ùñ” Es gilt

UZ ´ OZ ď UZ ´ I ď SZ ,ξ ´ I ď OZ ´ I ď OZ ´ UZ

Somit |SZ ,ξ ´ I| ď OZ ´ UZ ă ε @ FpZ q ă δ (nach Satz 9.6)

”ðù” Zu ε ą 0 sei δ ą 0 so, dass

|SZ ,ξ ´ I| ă
ε

4
für FpZ q ă δ @ Zwischenpunkte ξ

Bestimme ξ und ξ1 so, dass

|SZ ,ξ ´ OZ | ă
ε

4
und |SZ ,ξ1 ´ UZ | ď

ε

4

Dann

OZ ´ UZ ď |OZ ´ SZ ,ξ| ` |SZ ,ξ ´ I| ` |SZ ,ξ1 ´ I| ` |SZ ,ξ1 ´ UZ | ă ε

Schließe mit Satz 9.5 oder 9.6 l
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Korollar 9.9

f : ra, bs Ñ R Riemann-integrierbar

ùñ
şb
a

dx f pxq “ limNÑ8

b´a
N

řN
n“1 f

`

a ` n´t
N pb ´ aq

˘

@ t P r0, 1s

Beweis: Spezielle Zwischensumme mit ξn “ a ` n´t
N pb ´ aq. l

Satz 9.10

Jede stetige Funktion ist (Riemann-) integrierbar

Beweis: Da ra, bs kompakt, f : ra, bs Ñ R gleichmäßig stetig (Ana 1),

d.h. @ ε ą 0 D δ ą 0 so, dass |f pxq ´ f px 1q| ă ε

b´a @ |x ´ x 1| ă δ

Für Zerlegung Z mit FpZ q ă δ gilt also

OZ pf q ´ UZ pf q ă
N

ÿ

n“1

∆xn ¨
ε

b ´ a
“ ε

Schließe mit Satz 9.6 l
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Beispiel 9.11 (Berechnung eines Integrals)
ż b

a

dx x2 “ lim
NÑ8

b´a
N

N
ÿ

n“1

`

a ` n
N pb ´ aq

˘2

“ lim
NÑ8

b´a
N

N
ÿ

n“1

´

a2 ` n 2
N pb ´ aqa ` 1

N2 pb ´ aq2n2
¯

“ lim
NÑ8

b´a
N

´

Na2 ` 2pb´aqa
N

NpN`1q
2 ` pb´aq2

N2

NpN`1qp2N`1q
6

¯

“ pb ´ aq
´

a2 ` pb ´ aqa ` 1
3pb ´ aq2

¯

“ pb ´ aq1
3pb2 ` ab ` a2q “ 1

3pb3 ´ a3q

Länglich. Bessere Alternative später (Fundamentalsatz).

Definition 9.12

f : ra, bs Ñ R (Riemann’sche) Treppenfunktion

ðñ D Zerlegung Z von ra, bs mit f konstant auf pxn´1, xnq @ n
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Es gibt unstetige, integrierbare Funktionen:

Satz 9.13

Treppenfunktionen sind integrierbar

Begrndung: OZ pf q ´ UZ pf q beliebig klein, denn Beitrag der endlich

vielen Sprungstellen wird klein l

Beispiel 9.14 (Eine nicht Riemann-integrierbare Funktion)

f pxq “

#

1 x P Q X r0, 1s

0 x P RzQ X r0, 1s

Dann @ Zerlegungen Z gilt OZ pf q “ 1 ą UZ pf q “ 0

Aber: f Lebesgue-integrierbar und
ş1
0

dx f pxq “ 0, weil Q ”nur dünn”,

da abzählbar
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Satz 9.15

(i) Monotone Funktionen sind integrierbar

(ii) f , g integrierbar, λ P R ùñ f ` λg und f ¨ g integrierbar

(d.h. integrierbare Funktionen bilden eine Algebra).

(iii) f integrierbar ùñ |f | integrierbar

(iv) f integrierbar, h P CpR,Rq ùñ h ˝ f integrierbar

Beweis: (i) Sei f monoton steigend. Dann

OZ pf q ´ UZ pf q “
N

ÿ

n“1

∆xn pf pxn`1q ´ f pxnqq
looooooooomooooooooon

ě0

ď FpZ q
N

ÿ

n“1

pf pxn`1q ´ f pxnqq

“ FpZ qpf pbq ´ f paqq ă ε

Letzteres falls FpZ q ă ε

f pbq´f paq “ δ.
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(ii) Sei λ ą 0.

OZ pf ` λgq “
N

ÿ

n“1

∆xn sup
rxn´1,xns

pf ` λgq

ď
N

ÿ

n“1

∆xn

˜

sup
rxn´1,xns

f ` λ sup
rxn´1,xns

g

¸

“ OZ pf q ` λOZ pgq

Analog UZ pf ` λgq ě UZ pf q ` λUZ pgq

Somit nach Satz 9.5

OZ pf `λgq´UZ pf `λgq ď pOZ pf q´UZ pf qq`λpOZ pgq´UZ pgqq ă
ε

2
`

λε

2

Also ist f ` λg integrierbar

Fall λ ă 0 analog, als Übung.

Mathematik für Physiker 2 9. Riemann-Integral für Funktionen einer Variablen 187 / 1



Hilfsmittel lokale Variation vnpf q “ supx ,x 1Prxn´1,xns |f pxq ´ f px 1q|. Dann:

OZ pf q ´ UZ pf q “
N

ÿ

n“1

∆xn sup
x ,x 1Prxn´1,xns

|f pxq ´ f px 1q| “
N

ÿ

n“1

∆xnvnpf q

Da

f pxqgpxq ´ f px 1qgpx 1q “ pf pxq ´ f px 1qqgpxq ` f px 1qpgpxq ´ gpx 1qq

gilt

vnpfgq ď }g}8vnpf q ` }f }8vnpgq

wobei

}f }8 “ sup
xPra,bs

|f pxq|

Somit

OZ pfgq ´ UZ pfgq ď }g}8pOZ pf q ´ UZ pf qq ` }f }8pOZ pgq ´ UZ pgqq

und fg integrierbar nach obigem Argument.

(iii) Variation erfüllt vnp|f |q ď vnpf q. Dann wie in (ii).
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(iv) h gleichmäßig stetig auf Kompaktum r´}f }8, }f }8s (Analysis 1),

d.h. @ ε ą 0 D δ ą 0 mit |hpyq ´ hpy 1q| ă ε

2pb´aq @ |y ´ y 1| ă δ

Da f integrierbar, wähle Z mit OZ pf q ´ UZ pf q ă ε¨δ
4}h}8

Seien
ÿ1

n
und

ÿ2

n
Summen über Terme mit vnpf q ă δ bzw. vnpf q ě δ

Dann OZ pf q ´ UZ pf q ě δ
ÿ2

n
∆xn, und somit

ÿ2

n
∆xn ă ε

4}h}8

. Also

OZ ph ˝ f q ´ UZ ph ˝ f q “

N
ÿ1

n“1

∆xnvnph ˝ f q `

N
ÿ2

n“1

∆xnvnph ˝ f q

ď

N
ÿ1

n“1

∆xn
ε

2pb ´ aq
`

N
ÿ2

n“1

∆xn2}h}8

ă
ε

2
`

ε

2
“ ε

l

Jetzt: Aussagen für Ober- und Untersummen gelten für Integral:
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Satz 9.16 (Rechenregeln fürs Integral)

f , g : ra, bs Ñ R integrierbar, c P pa, bq und λ P R

(i) Linearität des Integrals:

ż b

a

dxpf pxq ` λgpxqq “

˜

ż b

a

dx f pxq

¸

` λ

˜

ż b

a

dx gpxq

¸

(ii) Intervalladditivität:
ż b

a

dx f pxq “

ż c

a

dx f pxq `

ż b

c

dx f pxq

(iii) Monotonie:

f pxq ď gpxq @ x P ra, bs ùñ

ż b

a

dx f pxq ď

ż b

a

dx gpxq

(iv) Standardabschätzung:
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

dx f pxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

dx |f pxq| ď pb ´ aq}f }8
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Satz 9.17

pfnqně1 Folge integrierbare Funktionen auf ra, bs

Folge konvergiere gleichmäßig gegen f (d.h. }f ´ fn}8 Ñ 0)

ùñ f integrierbar und limnÑ8

şb
a

dx fnpxq “
şb
a

dx f pxq

Entsprechendes gilt für gleichmäßig konvergente Reihen:
ř

n

ş

“
ş

ř

n

Beweis:

OZ pf q ´ UZ pf q “ pOZ pf q ´ OZ pfnqq ´ pUZ pf q ´ UZ pfnqq ` OZ pfnq ´ UZ pfnq

ď OZ pf ´ fnq ´ UZ pf ´ fnq ` OZ pfnq ´ UZ pfnq (wie oben)

ď 2pb ´ aq}f ´ fn}8 ` OZ pfnq ´ UZ pfnq

Wähle n mit }f ´ fn}8 ă ε

4pb´aq , dann Z mit OZ pfnq ´ UZ pfnq ă ε

2

Nach Riemannkriterium ist f also integrierbar. Mit Rechenregeln
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

dx f pxq ´

ż b

a

dx fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

dxpf pxq ´ fnpxqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď pb ´ aq}f ´ fn}8
nÑ8
ÝÝÝÑ 0

l
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