Vektoranalysis —Orientierte Fliichenintegrale, Satz von Gaul3, Satz von Stokes

Themen des Tutoriums am 03.06.2015:

e Wiederholung: Ein glattes Flichenstiick ist eine Menge M C R3, die eine
regulire Parametrisierung ¢ : U — R? hat:

— U c R? st offen,
— ¢ bildet U bijektiv auf M ab,

— ( ist stetig differenzierbar mit

ou
fiir alle (u,v) € U.

e Fiir ein glattes Flichenstiick M mit Parametrisierung ¢ : U — R3 und ein
Vektorfeld v : M — R3? definiert man das Oberfliichenintegral von ¥ iiber M

als
ve dd:= U(p(u,v)) e i(ujv) X —(’D(u,v) d(u,v) .
/M //U (gu gv )

Bemerkung: Anstatt dd sieht man auch oft dA oder dS als Notation fiir das
Oberflichenintegral. Man spricht auch hdufig von einem orientiertem Oberfli-
chenintegral oder dem Fluss von U durch die Fliche M.

e Falls man einen normierten Normalenvektor 77 an jedem Punkt der Fliche
angeben kann, so gilt der folgende Zusammenhang:

/ ve d&':/ vendo.
M M

Oft kann man so das zu integrierende Feld v'e 77 schon sehr vereinfachen, sodass
man das Integral direkt 16sen kann.

e Wichtigsten Sétze in Verbindung mit dem Oberfldchenintegral sind der Satz von
Gaul} und der Satz von Stokes. In einem gewissen Sinne verallgemeinern diese
den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

b
/ () dt = fla) — F(b).

Satz von GauB. Es sei G C R? eine kompakte Menge, deren Rand OG eine glatte
Fliche in R3 ist. Die Parametrisierungen ¢ : U — OG seien so gewihlt, dass der
Normalenvektor immer nach aulen zeigt, d. h. folgt man dem Normalenvektor, so
landet man auBerhalb von G. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld 7' : R? — R3
gilt dann

/divﬁ(fc,y,z)d?’(m,y,z):/ vedd .
G oG




Satz von Stokes. Es sei S C R? eine kompakte berandete Fliche , deren Rand 0.5
eine geschlossene Kurve ist. Die Parametrisierungen ¢ : U — S seien so gewihlt,
dass alle Normalenvektoren auf der gleichen Seite der Fldche liegen. Fiir ein stetig
differenzierbares Vektorfeld v : R — R? gilt dann

/rotﬁo d&':/ veds,
S oS

wobei die Kurve 0.5 gemif3 der Rechten-Hand-Regel durchlaufen wird.

Aufgabe 27

Parametrisieren Sie die Kugeloberfliche mit Radius R > 0 mit Hilfe von Kugelkoor-
dinaten (vgl. Aufgabe 18) und berechnen Sie den Fluss des Vektorfeldes

T
7R =R, F(z,y,2)= |y
z
durch diese Fliche.
Aufgabe 28

Uberpriifen Sie den Satz von GauB fiir die Kugel mit Radius R > 0 in R? und das
Vektorfeld

x
@R =R, wW(x,y,2) =Vl +y2+22 |y
z

Aufgabe 29

Es sei F' die Oberfliche des Korpers, der von den Flachen y = 1 + 22, y=2,2=0
und z = 5 begrenzt wird. Skizzieren Sie F' und berechnen Sie fiir das Vektorfeld

422 — 2yz

1_[(:1}, Y, Z) =V :EQ + y2 + Z2 T = 2yCOS%(2)

3y + 2tan(z) — 3zz

/ﬁodé".
F

das Oberflachenintegral



Aufgabe 30
Skizzieren Sie die Menge G = {(z,y,2) € R |22 +3y?2 < 4,0 < z < 1}

Beschreiben Sie diese Menge auch in Worten. Berechnen Sie dann mit Hilfe des
Satzes von Gaul das Volumenintegral

[ divite,2) e,
G
wobei 7, y, z) = (0,0, (7 + zy) sin(1 — z%)).

Aufgabe 31

Berechnen Sie mit dem Satz von Stokes das Kurvenintegral

/ﬁodé’,
v

—y,cos(y?) + z,In(1 + 22)> gilt und die parametrisierte

_a?
142

Kurve v(t) = (rcos(t), rsin(t), 0) fir ein r > 0 erfiillt.

wobei ﬁ(:p, Y, 2) = <

Aufgabe 32

Skizzieren Sie Fliche A = {(x,y,2) € R? | 22+y?+22 = 4, 2 > 3} und berechnen
Sie fiir
—1
u(z,y,z) = %22
x

/rotﬂ'od&'.
F

Hinweis: Suchen Sie eine einfachere Fliche, die den gleichen Rand wie A hat und
argumentieren Sie mit dem Satz von Stokes.

das Oberflachenintegral

Aufgabe 33
Betrachten Sie die berandete Fliche .S, die durch die Gleichungen
2yt +22=4, 220

gegeben ist. Skizzieren Sie diese und erklidren Sie wo sich der Rand 0.5 befindet.
Berechnen Sie dann mit Hilfe des Satzes von Stokes das folgende Kurvenintegral

/ Teds, mitd(z,y,z)= | yz?
aS

y2z



Aufgabe 34
Betrachten Sie die berandete Fliche .5, die durch die Gleichungen
4 + 42+ 22 =8, 2>0

gegeben ist. Skizzieren Sie diese und erkldren Sie wo sich der Rand 0.5 befindet.
Berechnen mit einer Methode Threr Wahl das folgende Oberflichenintegral

T 1
/rot{/’o do, mitiv(z,y,z)= |y | x |1
S 0 1

Losungen

Auf den folgenden Seiten finden Sie meine eingescannten Losungen. Diese sind nicht
als Musterlosungen gedacht, sondern eher als Uberpriifung eurer eigenen Rechnungen.
Es konnen Schreibfehler oder unleserliche Dinge auftreten. Alle Probleme klidren wir
am besten in der Ubung selbst.

e Losung zur Aufgabe 27
e Losung zur Aufgabe 28
e Losung zur Aufgabe 29
e Losung zur Aufgabe 30
e Losung zur Aufgabe 31
o Losung zur Aufgabe 32
e Losung zur Aufgabe 33

o L[osung zur Aufgabe 34
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Aufgabe 29
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Aufgabe 32
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