
Vektoranalysis - Kurvenintegrale in Rn und Potentiale

Themen des Tutoriums am 13.05.2015:

• Eine Abbildung v : D → R3 mit D ⊂ R3 heißt ein Vektorfeld auf D. Jedem
Raumpunkt wird demnach ein Vektorpfeil angeheftet. Wir betrachten meistens
stetig differenzierbare Vektorfelder, d. h. die Komponenten

v(x, y, z) =

v1(x, y, z)v2(x, y, z)
v3(x, y, z)

 , (x, y, z) ∈ D ,

sind stetig differenzierbare Funktionen.

• Kurvenintegral über Vektorfelder: Für ein stetiges Vektorfeld v : D → R3

mit D ⊂ R3 und einen regulären Weg γ : [a, b] → R3 definiert man das
Kurvenintegral von v längs γ durch:∫

γ
v • ds :=

∫ b

a
v(γ(t)) • γ̇(t) dt .

(Es heißt auch oft Kurvenintegral 2. Art oder orientiertes Kurvenintegral. Man
schreibt auch oft ∫

γ
v •
−→
dK

oder ∫
γ
v1dx+ v2dy + v3dz

für dieses Kurvenintegral)

• Potentiale: Wenn es eine Funktion F : D → R gibt, mit

∇F =

v1(x)v2(x)
v3(x)

 ,

so gilt mit der Kettenregel d
dt(F (γ(t))) = v(γ(t)) • γ̇(t) und jedes Kurveninte-

gral über v lässt sich sofort lösen:∫
γ
v • ds =

∫ b

a

d

dt
(F (γ(t))) dt = F (γ(a))− F (γ(b)) .

Solch ein F heißt dann Stammfunktion oder Potential zum Vektorfeld v. Das
Vektorfeld nennt man dann konservativ.

• Wichtiger Satz: Auf einem einfach zusammenhängenden Gebiet G ⊆ R3

(keine Löcher) hat ein Vektorfeld v : G→ R3 genau dann ein Potential, wenn

∂vj
∂xk

=
∂vk
∂xj

für alle j, k = 1, 2, 3 gilt. Die ist äquivalent zu rot(v) = 0.
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Aufgabe 14

Skizzieren Sie das Vektorfeld v : R2 \ {0} → R2 mit

v(x, y) =
1√

x2 + y2

(
x
y

)
.

Betrachten Sie den Kreis mit Radius 1 um den Ursprung und parametrisieren Sie
diesen mit einem Weg γ. Berechnen Sie dann das Kurvenintegral

I =

∫
γ
v • ds .

Warum ergibt das Ergebnis Sinn? Erklären Sie dies kurz in Worten.

Aufgabe 15

Berechnen Sie die folgenden Kurvenintegrale

Ii =

∫
γi

(ydx− (y − x)dy) =
∫
γi

(
y

−(y − x)

)
• ds

für i ∈ {a, b, c}, wobei alle Kurven den Startpunkt (0, 0) und den Endpunkt (1, 1)
haben. Die Kurven lauten:

(a) Die Gerade zwischen den Punkten, d. h.

γa(t) =

(
t
t

)
(b)

γb(t) =

(
t2

t

)
(c)

γc(t) =

(
t
tn

)

Aufgabe 16

Betrachten Sie die Kurve in R3, die durch den Schnitt des Zylinders x2 + y2 = 1 mit
der Ebene x+ y + z = 1 entsteht.

(a) Zeichnen Sie eine Skizze und parametrisieren Sie die Kurve mit γ : [0, 2π]→ R3

sinnvoll.

(b) Berechnen Sie dann das Kurvenintegral∫
γ
v • ds

für das Vektorfeld v(x, y, z) = (−y, x,−z).
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Aufgabe 17

Betrachten Sie das Vektorfeld v(x, y, z) = (2xy + z3, x2 + 3z, 3y + 3xz2).

(a) Warum besitzt v ein Potential? Berechnen Sie ein solches.

(b) Berechnen Sie dann das Kurvenintegral

I =

∫
γ
v • ds

für einen Weg γ mit Anfangspunkt (1, 1, 1) und Endpunkt (3, 4, 5).

Lösungen

Auf den folgenden Seiten finden Sie meine eingescannten Lösungen. Diese sind nicht
als Musterlösungen gedacht, sondern eher als Überprüfung eurer eigenen Rechnungen.
Es können Schreibfehler oder unleserliche Dinge auftreten. Alle Probleme klären wir
am besten in der Übung selbst.

• Lösung zur Aufgabe 14

• Lösung zur Aufgabe 15

• Lösung zur Aufgabe 16

• Lösung zur Aufgabe 17
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