
Funktionentheorie – Der Residuensatz

Themen des Tutoriums am 01.07.2015:

• Wenn D offen ist, a1, . . . , ak ∈ D und f : D \ {a1, . . . , ak} → C holomorph
ist, dann heißen die Punkte a1, . . . , ak isolierte Singularitäten von f .

• Wenn f : D \ {a} → C holomorph ist, so können für die isolierte Singularität
nur drei Fälle auftreten:

(a) f ist auch auf ganz D fortsetzbar und holomorph. Dann heißt a hebbare
Singularität.

(b) f hat bei a einen Pol der Ordnung N , d. h.

lim
z→a

(z − a)Nf(z) = Konstante ∈ C

aber limz→a (z − a)N−1f(z) existiert nicht.

(c) f hat eine wesentliche Singularität bei a, d. h.

lim
z→a

(z − a)nf(z)

existiert für kein n ∈ N.

• Für eine isolierte Singulariät a von f heißt der Wert des Integral

Resz=af(z) :=
1

2πi

∮
|z−a|=r

f(z) dz

das Residuum von f bei a. Dabei muss r so klein sein, dass nur eine einzige
Singularität eingeschlossen wird.

• Es gibt verschiedene Möglichkeiten Residuen zu berechnen. Der wichtigste
Satz ist der folgende: Wenn f, g : D → C holomorph sind und g eine einfache
Nullstelle in a ∈ D hat, dann gilt:

Resz=a
f(z)

g(z)
=
f(a)

g′(a)
.

• Bei höherer Polstellenordnung sieht die Formel komplizierter aus: Hat f bei a
eine Polstelle von Ordnung N dann gilt:

Resz=af(z) = 1
(N−1)! limz→a

∂N−1

∂zN−1
[(z − a)Nf(z)] .

• Residuensatz: Es sei G ⊆ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und
f : G \ {a1, . . . an} → C holomorph. Ist nun γ ein (stückweise) glatter ge-
schlossener Weg, der alle {a1, . . . an} genau einmal gegen den Uhrzeigersinn
umläuft, so gilt ∫

γ
f(ζ) dζ = 2πi

n∑
k=1

Resz=akf(z) .

Hinweis: Ich verwende i für die imaginäre Einheit und z für die komplexe Konjugation.

1



Aufgabe 51

Berechnen Sie für alle k ∈ Z das folgende Residuum mit Hilfe des Kurvenintegrals

Resz=0z
k =

1

2πi

∮
|z|=r

zk dz .

Denken Sie bitte an eine passende Fallunterscheidung.

Aufgabe 52

Verwenden Sie die obige Aufgabe, um sofort das Residuum der Funktion in 0 anzuge-
ben:

f(z) =
1

z3
− 5

z2
+

7

z
+ 3 + z + z2 + z4 + 4z5 + 18z6 .

Wie lautet das Residuum an allen anderen Stellen?

Aufgabe 53

Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes. Dazu müssen
Sie zuerst die eingeschlossenen Residuen bestimmen.

(a)
∮
|z|= 1

3

16
16z2+1

dz

(b)
∮
|z|= 1

2

3z2−1
z3−z dz

(c)
∮
|z−i|=1

z2e(z
2)

z−i dz

(d)
∮
|z|=1

sin(z)
z2

dz

(Stellen Sie hier den Sinus als eine Potenzreihe dar.)

Aufgabe 54

Berechne Sie mit Hilfe des Residuensatzes die folgenden reelle Integrale. Zeichnen
Sie zuerst einen passenden Integrationsweg und berechnen Sie die nötigen Residuen
separat.

(a) ∫ ∞
−∞

1

1 + x2

(b) ∫ ∞
−∞

1

1 + x4

(c) ∫ ∞
−∞

1

(1 + x2)2
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Lösungen

Auf den folgenden Seiten findet ihr meine eigenen Lösungen der Aufgaben. Diese sind
nicht als Musterlösungen gedacht, sondern eher als Überprüfung eurer eigenen Rech-
nungen. Es können Schreibfehler oder unleserliche Dinge auftreten. Alle Probleme
klären wir am besten in der Übung selbst.

• Lösung zur Aufgabe 51 bis 53

• Lösung zur Aufgabe 54

3








