Das Argument der Diagonalfolge

Lemma 1 (Cantorsches Diagonalverfahren). Es sei (X, d) ein metrischer Raum, K C X
eine kompakte Teilmenge und fiir jedes N € N existiere eine Folge

(N) CK 1

(xk )kEN - ’ (1)

Dann existiert eine Teilfolge (ky), € N mit ky,11 > k, derart, dass fir alle natirliche
Zahlen N der Grenzwert

lim $,(€]VV) (2)

V—00

existiert.

Beweis. Zur Vollstandigkeit fithren wir diesen elementaren Beweis aus. Der metrische
Raum K ist kompakt und somit folgenkompakt, d. h. fiir die Folge (1’,(:) )k gibt es eine

Teilfolge 71 : N — N, kurz mit j;(v) bezeichnet, fir die der Grenzwert

y1 ;= lim 2l (3)

ja(v) von j1(v), fir die

y2 = lim 22 (4)

v o0 d2(v)

existiert. Fithren wir dieses Prinzip weiter, erhalten wir demnach fiir jede natiirliche Zahl
n eine Folge
Jn : N— N, (5)

welche eine Teilfolge des Vorgéangers j,—1(v) ist und zwar so, dass der jeweilige Grenzwert
Yn existiert. Nun tritt das Diagonalverfahren in Kraft, d. h. wir wahlen aus jeder Teilfolge
ein Glied aus und bilden somit eine weitere Folge

E : N— Nmit &k, :=j,(v) . (6)
Diese erfiillt letztendlich, dass der Grenzwert

yn = lim :U,(CJVV) (7)

fir alle natiirliche Zahlen N existiert. O



